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AvaM-propos 



L es Nouveau* Precis Breal sunt census pour ap porter aux etudiants des classes preparatjoires 
une aide efflcace dans leur travail. 

Us ont pour objectif de degager, a travers des enontes varies et cLassiques, les rnethodes qui 
peTmettent la construction progressive et raisonmee de ta solution d'un exerdee ou d'un 
pTobleme. C'est pourquoi il est souhaitable die les utiliser tout au long de l J ann^e, paraltelenient k 
L'acqua 5 itioini des connaissances. 

Les exeTdces proposes onrtete selection nes pour Leur representativitc : ils permeLtent rie presenter 
('ensemble des methodes et des raise nnements qui, une tors assf miles, doivent penmettre de 
resoudre, sans trop de difficulty, des exendees analogues. 

Ce volume traite ('ensemble du programme de physique de deuxieme an nee PS1. 

Chaque chapitre propose one serie dexurtices structures dent In solution est tres ditaiLLee, 
suivis de quelques exercices corriges de reitivfl-stissenwnt. 

Chague exercicg do (a premaire categorie est tara dense par : 

■ un anonce ccmstitue de questions progressives ; 

* * Ce qu'il faut savoir » r La Uste des connaissances - en physique f« Points de cgura ») et 
parfois en matliematiques (* Outils mathematiques a) - necesssires pour traiter fexercke ; 

m # Cb qu'il faut comprendie » : ['analyse qm propose brieuement les chemins a suivre pour 
repondre efficscement aux questions posees, Cest un moment essentiel dans La recherche de 
la solution : assez breve, ('analyse doit preteder la mise en eeuvre des calculi. IL nogs parait 
tres important que La recherche de la solution passe syst^matiquement pa r cstre #tape, 1 1 n'y 
a rien de plus sterile que de se lanter dans Les calculs sans savoir de fa(on precise dans quel, 
but ils sont entrepris.., 

a La solution proprement dite dans laquelle sont sou vent r&ppeles et developpes quelques 
* Points tours » dent une bonne comprehension est indispensable. Des « Points met ho des * 
(sur fond g rise) permettent d'affiner la reflexion : 51 s'agit soil de mises en garde afiin d'eviter 
une eTreur frequence de raisonnement, soil Le plus souvent duplications supplimentaires 
justifiant Le cboix d'un theorem? ou La peniwnce d'un raisonnement. ftes « commentaires » 
condtfisent a une discussion des resultats obtenus et a une verification de leur coherence 
(recherche de cas ou de vaLeurs li mites, approthes different!!* pouwrt dormer un autre 
eclairage.-r). Ces commentaires jouent un role comparable a ['analyse, mais cette foil apres 
Le developpement des caltuls : c'est une forme de controle des resultats obtenus. 

Analyse ei discussion. gui sont finalement les deux points Les plus important* pour le physiden, 
sont aussi sans doute les etapes Les plus difficiLes a mettre en oeuvre, mais leur bonne prise en 
tom pt® ladlitera considerablement la construction d'une solution structure {et exacte...) de 
rhaque exereice. 

Nous espfcrcms que cet ouvrage aidera Les etudiants dans cette wie, dans la perspective d'une 
neussife aux contours. Nous accueillerous avec reconnaissance Les rerr argues et les critiques de; 
letteurs, qui peuvent nous etre adressees par courrier electron] que a L'adresse suivante : 

i nfo e-diti on s-fa real.fr 
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Hydrostatique 
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Forces de pression 



1* * Un recipient R de masse M contient un 
corps sclide de masse m. R flotte a La sur- 
face de I'eau contenue dans un bac B, 

La masse m est « jetee par-dessus bord », 

Cue dire de La nouvelle hauteur d'eau dans 
Le recipient ? 

2. Un recipient cylindnque repose sur 
une surface horizontale. Le fond du reci- 
pient presente en son milieu une partie 
hemisphenque {centre 0, rayon o). 

On le rempLit d'eau (masse volumique p 0 ) 
sur une hauteur H (H > a). On suppose 
que La pression de fair enferme dans La 
cavite est P 0 pression ambiante regnant 
au-dessus de feau. 




0 



Determiner La force results nte e.xerc£e sur La de mi-sphere par t r eau et lair : 

a. en traduisanc L'equi Libre de La colon ne d J ean surmontant la partie hemisphenque ; 

b, par Ointermediaire du theor^me tEArthimede. 



U*ie duche (hemisphere de reyon q et de 
masse M) repose sur un plan horizontal. EUe 
Contient de leau jusqua une hauteur h, 

Montrer qu'il existe une valeur critique ft,, de 
h au-deLa de laqueLLe L"equi Libre est rompu. 




On nqtera p - «te la masse voLumique de L J eau, 



Rappel: leiemert de surface associe a L r intervaLle [0,9 + dB] d'une sphere est 
donne par SI = 2rtd? E 5fn BdB. 



II* Ce cfu'll f&ut ^aVoir 

Pinnls- df cours 

* Lot de L’hydrostalique. 

- Thdortmc cTArchimidc, 



1 Ce •cj’ii'il f aiit doMjbt*eJl^^e 

1. Deuxcas sont a etudier selonque la mas.se * fet^ie par-dessus bord >■ flotle on etiule. 

2„ Pour pnuvoir jp-plrqwer le theorems d'Anchimcde, on imagincra un corps scdidc 
en forme de demi-boule de * centre » O el de rayon compl&teinent enloure d h eau : 



12: Fa rtie l Meca n i que des fluides P5I 



G opy ri g h ted m atari al 



la rtoulsanie des forces de pressbn exerceu par l ean sur la surface bumble cst evident - 
ment Is memo,,, 

3. La prcssion dans l'eaiu pent s’ccrirc P = P D + p, Seule La surpression p fit i prendre 
en compte, P fl s'exer^ant sur les faces externe et interne de la cloche. 



I}* $o}v.\ioh 



1. Notons p la masse voiumique moyerme du corps de masse m ei p 0 la masse volumi- 
que de IVau. Deux cas peuvent se prodtitre; 

■ l CT cas : p < Pq, et ta corps va Hotter a la surface dc I Van. Le volume total immerse 
rcste alois Ee mcinc, que La masse m soit a fintcrienr oil a 3'exterieur du recipient. 
11 rfy a pas, dans ec cas, de modification de la hauteur H du niveau de I’eau. 

Quantitativement, on a : 

-dans I’etat initial, (M ■+ rn)g - p^Yjjj (1", volume im merge* or a neglige la enntri- 
bution de fair a la pou&tae d’Archimfede) ; 

^dans IVtat final, d'une part pour le recipient, = p M ’i d'autre pari pour ta 
corps sol ide flottant, mg = 





d’ou : Vi - r; +17 



et 



H'=H 




■ 2 l cas p > p l(1 et le corps plus dense que Teau va couler. Lc volume total 
* immer^f >- devfcnt atari plus foible, En dTet : 

— dansl'etat initial, on a t ( M ■+ m)g - p^T;# ; 

-danslVtat final t on a : Mg = p 0 V' g. 

Le volume total d'eau * deplace a deveuant Y j — Y' + Y’’ L .,., r ^ avec ici : 
p D i L ,, r ^^ < mg (corps plus dense que Lean) 



do ii y' t = M + r < < v, 

P* °- rps Pa 



Yj < Yj 



II en resulte que la hauteur d’eau dans le bac sera plus faible, 



Cammmtaire 

f" Si on note S la surface de la base du L>ac et H, b hauteur dean en [absence du recipient et 
d u corps, on aura : 

SH ■ Sfl u +T, avec V, = Y\ + Y~ (p fl Tf « M ; f> a Y~ - m ). 

1“ eas : SI I' = SH C + Y\ + Y" = SH, + f - =*H' =. H. 

2 d casrSH m = SH, + V [ + 



Cfta pitre l 
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Exerdce 



Exgrcke 



a 



svee ki T ^ ^ : or m = p fl V T , dou < If" «SH'< Sft 9 + Y\ + T 



suit SH' r <SH a + V ; 



H' < H 



t — * -»slf 

2, 3. Lc force scxeT^ant sur la dcmi- sphere s ccrit : f - F P +■ Fp 

+«M 

Pour determiner F P „ traduisons l equilibre de la coiotme 
dean >: partic bacLiurcc sur Ic schema) snrmontanl -I . On a„en 
dfeignant par M la masse co rrespo n da rte dc octte color ne : 

■+ 4 , -4 

o = Mg + C — PrjTtf? 2 U t ) + (— Fp ) 



J 



A Z 



— pnncipf de I 'j ft ion et-de Li KjfliiHi 
Siwce twetuK par I'acr sur la surfui; Jibrr 

La resultantc dcs forces laforalcs de p session etant nullc. 

Or M - ~ ■ Cirri'' | - np^r') H | 

wit f F = ■ rcp,,.^^ H -=d |h..- l\rcji J M. (3} (avec g = -gu z ). 




■> jii 



11 feste j exprimer l.i resultantc F P de* fortes de 

pre>sion dues ;i I 'air. P,.,iilanLa repartition nnifcirim\ 
cctlc force sur X s cst la mcmc que telle qui sVxercc- 
rait sur Ec dtsque L 0 (dc centre O ct de rayon a). 




t tot 

■a* air p f 

On a done : Fj. - P 0 jj = P^I^w, = P^lta 3 u z (4} 




soil an total d'apris (3) et (4) : 

On retrouve le rsbulUE precedent (expression (2)). 

2. b. 



♦ Point methods 

Pour appliiquer 3e theorems d’Archimede, il esl ugeessaire que ie corps con.sidgre 
suit ciuiereiiiei'it enfoure de fluid es cn equillbre hydrostatique dans k reforeiitiel 
COnii dire. 



Cons-idenons alors ur solid? Ideml-boule de rayon a? 
imimTgi dans (Van* a unc prcitondcur l I, et donl U Lace 
plane se tronverait a unc distance £ du fond du recipient 

[V'apres le the ore me d’Archimedc, on aurait pour La 
r&sultante des forces dc pression excretes par l ean : 

?r = P<Tf? avre Y = 2 jw* 



Z h 

i 
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, let -# 

soil ¥ p = gp||,B<» z -y V 

"+<JU # 1*1 +<iJU #lMM _> 

Or F p = Fj + F |: . ( — ?■ £„) =■ F |a + P(Omti 2 «, 

■-■■■■■ I'.- |U[ II, 

P(O) - P r , + PnJ? fl (loi tU ! r h'J^ntHlJ(L(iueJ ! 



!ri -# 






^<K 
* ¥ .. 



+ ltd* - (F,, # p (l ^K )u r 



Hh , { 2 W 

soil F,, = -P ( .Jt4 a «_-iE^p fl i-[TI--tfji* 1 . 

#fJLl 

On rrtrouve Fexpresaion ( 3 > de F ,, gtablic au 2. a. ; la suite du rjisotuieroent n'est 
pas modifies. 



Commentaire 



On pouvail rcmarqucr que Ij predion P„ ne iIl-vilI pas LrHcrvciiir puiHtju’clk s'eicrcc cgatc- 
ment dessous dc Ij surface hnTnhce : il cl .lit done possible* dtSte depart, de nc considencr 
qnc Ic champ de pression dans I'cau* rcT«reiue a P c , soil p ■ M | - P B . 

Il SrufRt da-rvs IVxptvs>i<io prcc^dentc iW >' p „ dVLi miner It tame en P,-, pour about if a Fj, 



3. Suppwons Ic systems en equi.Hhte pour une 
hauteur ft d’eau. 

Au scin du fluidc cr 4quilihrc hydrentatique, or a : 
dP 






2 + 



di “ " P * 



PU) = P <: , + px • 




Calculous Is result? me dcs forces dc pression cxcrcecs par I sir ct I'cau sur la clochc. 
La. contribution de P (l esl globalement nulle. Seule ta surpression p = pg -{ft— 2) 

dormers une force resultants non nulls dirigee, par symetrie-, selon h, . 

L element dc surface 5X, si me en M, sera stmmis a la 
force els-menlji re flj" u- 1 1 l l:.u' : dl =r prjgX. 

■ i ^ 

5a projection sur u. domic : 

= p« - a»fi 2 = pcos 0 £l = p{fl)a>s 08 £ 

(symetrie de revolution d’axs Oe). 

('rmsidcrons alors la surface associoc & I'i intc-rviil lo 
[0,0+ dB]: 

8X = <fld0)(2?M »in0| = 27[i?-sin0<i0 
d'oinavec F f eau + air) - F u. : 

8 F^ = /»( fi ) tins 02 Utr 3 d ( - cos 0 ) ( d(-costt) = sinSJO). 

Soil encore avec ^(M) = ncosO ; flF = p(z)2Kjd( 2 ) oil p{z) - pf(ft - z).. 
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i 



Hi m total : b p = 2 7tp,ifJ - 3)<lc (quand 9 : 0, :i — > j alors z\. h — > 0 ) 



F„ = 2xpg 



rtf, A-i 






T f| -T 




F P - npg— u z , 


L *■ j* J 




J 

t 



Ecnvons maiiuenant que la cloche, dc masse M, eft en equilibrc. Appdons It la reac- 
tion du sol: It +■ m| + F r , - 0 =* R - ( - F^> = Ri^, 

L'equihbre Ji'a ticu que pour R >0, ce qui inplique : 



Mr > -np, dr- d dune 
Cc resullat n'a dlnltfel que pour h_ < a... 



h < h 



■-S)‘ 



St'r 



^ Champ de pesanteur apparent 

1. Or considene un FLuide en equi Libre hydrostatique dans un referentiel :•&, H est sou- 
mis a ux. forces de pressiail et i des forces exterieures de densite vglumique : 

du p Q est la masse volumique du ftuide, constant® du probleme. 

1. Mo utter que let. surfaces isobars? sort Loealement orthogonales au champ de vec- 
teur g* . 

b„ Application t dans Les deux cas sulvarts, determiner Les iisobares associes h L r #qui- 
Libre hydrostatique dans Jl 

• i"' cas : le fluids est cortenu dans un recipient cylirsdrique, lie a tournant par 
rapport I un referentiel galileen jft g , autour de son axe vertical 0 z I La vitesse angu- 

Laire constants eu - 

m2* cat : Le fluids est conienu dans un recipient, lie a ft anime dun mouvenwnt de 

J| M—J fr 

translation recti Ligne uniformement accelere (a - o u v, x o Q >0 ; p, : direction 
horizontal^) par rapport 3 un referentiel galileen ; # 5 , 

2. a. Un x pendule w simple est: ccmstitul d'un 
fil AB, de longueur < et de masse negligible, 
et d r ure boule B « quasi ponctuelle » de masse 
it? et de volume Y. On appette p La masse vdUj- 
mique moyenne de B (??i = p V ) . 

Sans le cas d'un recipient to urnant, L'extremile 
A est fixer? ay fond du recipient ,i une distance 
d de- faxe de rotation. A l f fcquilibre r on constate 
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que le fit est Send u, Le schema represente la situation pour cn = 0, Qu'en est-il pour 

to * 0 ? 

b. Reps entire La question precede nte dans le eas 
tfun recipient unifdrme merit aceelere (o = 



A * 

a a = 0 




■ l* Oe eju’i] f&ul 

Points de Murs 

* Loi de I’hydrost atiquc. 

* Theorems d’Ardunrede. 

OiiiiJ mathematique 

' Operate ur gradient, 

92. Ce faut doMjsrehcfre 

1, a t (vljnl dnnnt; uii uhailip Je scalaire M *“+4iCM), oil mnrilrerJ que le etc ten r 

j- 

L'.r.ui iji Ml tx[ loealtment orthogonal .1 La su r lace rquipotecltielle pa.Hu.ill par VL. 

b. On st pkttr? dans It rclcrunfridi .A lit ;m recipient II faijijTJ alors prendre kii tORipfe 
les fortes d’inertie d'entrainement ffluide en equi fibre dans 'It) pour obtenir, dans che- 
que cas n L’expression dc £ i M ). 

2* 9, Duns It nCHiirenUcl loununt, le t/hanip dts prcydiiits typend de .z ( fin le champ de 
pesantcur $ = -£ u x ) et dc La distance- r a t'axc (rtf les forces d 'inert it dentrainemcri). 

La pou.Hsee d' Archimede applLquee a la bouk b licsl rLen d’autre que La resultant* des 
forces de pres-ssem qu cxei -e le fluid* Sur la .nurtaee de B : A la ccHiiposante ■■ elasiLque ■■ 
veriieak due a la pesanteiir f il faudra prendre som d'ajouter une coiuposanie horizon - 
talc dont I'originc «l li^eaux forces dW-rljt-,- 

On ( Lend ra «MKI pie de Ce que la boult. de volume l\esi quasi pnnctuelk^, 

b. [/expression des forces d' inert ic d'eotraincnicnt esl modifiec mais lie raisonnement 
resie Le meine. 

ffe 3 . Sojuli^n 

1. a* Dans le referent id d'itudeWI, le fluide cst cn cquilibnc hydiostalique sous I'cffct 
des ftmCS tit prtsnion r de dtnsilc volumitjut grail P, cl tit fortes tsltricurts de density 
wolumiqut tp. = p ( , jj (Mi- On a done : 

+ > 

-VP + qi. =0 (loi de L'liydm.Htatiquej 
- * + *. 

so it encore V E ] — p,,£ { M ) ■; 1 j 
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OtnsideroiUialor^aLi sein dqfluide, une surface isohare 
l c vecteur gradP est orthogonal, cal M, a cetlc Surface. Hn 
diet, pour -deux points qudcosiques M ct N infinimenr voi- 
snis, on a par definition de I’operateur gradient l 



dP = gradl'-fil = l\- r\, ou 6/ = MM, 










Pour deux points M et N apparterta.it ( j la mettle Surface isohdre, dP = ft ijl 5/ esl 
por|e par le [dan (angen | en M. Ren lorn ; 



grad M P - Si “ 0 =¥ grad M P J. isobar e 

>• 



Or d'apres i I }, prad M P esc tolincairc a g ( M), 

En conclusion, les surfaces iwbares soni locaiement orthogonaJes aux vecteurs g 



> ■ 



J Soil deux surfaces isobaics infiniment vnislncs, asso- 
ci<cs aux pncFisions h\ rt P, . L.c sens au vecteur g {M > 
nOi^ imlique 'pie P > P, 



( F, -P, = grad I 1 ) M ■ MN ' = p, j < M j - MN' > Oi. 

1- b- ■ Cas du duide dans un cylindre tournant 

Platons- nou.s dans le rtfitrentiel ^f{0, jc, y, z) luurnanl 

avec le cylindre, et supposons que le flulde y soil en equi- 

+ ■* . , 

Libre fv = 0 I taut in.ma.nl t) t les force!, vistpieusesj 

neces wires pour atteindre cet equilibre, sonl inoperantes 

dans cet etat d'equiltbre. On a alors : 

•$. = ip v f pesanteur) + ip v (iiiertie d’entrainement). 

II ii 







H r * 

M 



(bJ 



4 

Jt 



p . H r I M I 



o 



Or Lt r (Mj - -<i>- HM (ftt = consfante = &>«..) 



w 



, * 



dim cp v = p,jg + p 0 <i>- r oil r = UM cl = p fl g' avee g ~ g +0J-r 

m 



4 * 

£ 



= -nr iit + to' r 



-4 _ D - > 

Une surface isoba re ejl telle (c/ 1 . a. t que j dP ■m VP- - 5 / = p„g 5 r =0 ( 3 ) 

Or en coordonnccs cylindriqucs, les points d'unc 
telle surface sont reperes par (r, 0 , z) t et done 

— * —j. — * 

5f - dr ii 1 + rdf! + dz u, . 

{2‘i cl 13) dormer l alors ; 

(-£ i/. + tai-r u H dr u + r dft u H + di «3 = 0 
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soil l -£dz+ Cii J r d r = 0 d| ftr -gz \ ^ 0, 

Lei isobares sonl dea parabolofdes de revolution d’axe Or (axe du cyiindre) ct d’equarion : 



z = — r- + cste 
2 $ 



II cn cst a in si dc U surface libre du Jluide [ isohare P ~ P ; , ; effete de tension superfidelle 
negliges). 

■ Cas du fluidu daiiK un recipient cn mouvemenl rectUigne Lmifurniemenl acceler£ 



Pla^ons-nou* dans un reknencid 91(0. x. y; z) lie am recipient- 



k‘i <p v - <J\. £ pewm teur ) + Cp v ( i nertie d en t rainemen t ) 
(on etudie fetat d’equilibre dan&i#), 

D'oii % - p 0 | + p Q (-d D i^) flj “ a a tt x 



-#•■* —i — ) 

£ = -£'k-- ] n 



= PoU ~ 0 W : 

Liquation d’une surface isobarc est donnee par 2 

(inethode identic] Lie a cede suivie dans, le cas precedent ) 

— > — > ~ * 

(-jir E - a 0 ti x ) Sf =0 

7 + _ * _+ 

avec id bl = dx 1^ + dyu v +■ dzu. 







(— £ «- - 1 i 0 k J ■ ( dx v x +■ d y u y + dz u ; ) = 0 
ct done : 

- gdz- fi^dx - 0 => d(gz + a^je) = ft. 

Les isnbares sont des plans d’^quation 





On a : land = — ■ 

£ 

Point m&thope 

On pent, bieu ev idem me lit, retrouver les r&sultats precedents en integrant directs - 

^ ^ 1 

ment 1 equation dc Phydrostatiquc, gradP — <j\, , atin dYtablir [‘expression du 
champ de press ion P(M). 

Ajlisl, dans le premier cas 3 on iurait, avee en coordonn^es eylindriques et P = ?(r r a) : 



VP 



= f* 0 ?) 

Ur' aiJ 



d’oii puisque VP = p rJ £ = -guj : ^ - p 0 ftJ : r et ^ - -£*V 

;»> j-jiv 

Or dP = -^dz + -^dr^ dP * - p<,£dz + p fl GB-rdr 
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d dP = 



. i r 



P(j% r) = Po 1 ^- - - po^z + ertc 



line surface isobars correspond bier, a p^to- y - Po^z - cste, soit : 



t to 1 j 

Z - - ’ — r 1 + cste 

2 t 





z 


Po 




— * 
Pa 

— V 

T 





+ 

S 



o 



2* a, ■ An^lysoris la situation pour (0 = 0. La 
boulc fi cst on equilibre sous Faction : 

■+ + —t 4 

■ desonpoids P ~ mg = -mgu z = -pT ^n z ; 

* de la poussee d’Archijmede P A - +p Q Tg iT z ; 

“+ 

■ dc La tension T du fil. 

■j ■+ — > + 

On j done : T + P ■+ P A - 0 t d’oCi ; 

T - -(.P + P A > suit T = = Tut, 

L* fil etant tendu* il vienl : T < n et done p 0 > p {la pouH& d’ ArchinifrJe Feraporte 
sur k (raids). 

■ Considerons mainteuant la situation oil ^ 

m * 0, et plains- nous dans le referent tel iff 
oil Le fluide est en £quiHbre hydmsLatiqiic. 

La boule Best alors so urn ise, dans sa position 

— > pf, -* 

dkquilibre,, a us forces F ; ^ = — mg u t et 
■* — 

P = -mg u., d£ji dxtttt ainsi qu'4 la force 

i n + ■> — ^ 

d' inert ie F. = rnttj 2 r (our = HM ), Il faut 
egakment prendre cn compte unc sccondc 

compensate Pj| de la poussee d'Arehimede 
a&sociec auv modifications du champ des 
pressions dues aus efforts d’inertie d'entrainemerb : 




I* 



Fcsanteur 




“+ 

pends i P = mg 



Po* 



■Pti 



pouofe d’Aidutnftk de « pesaoteur » t P. = — : P = — m 



Efforts 
d'inertie 
d entrainement 
(o) = cste) 




force d’inertie : F = mra’ r 



poussee d’Archijnede a inert ieUe » £ 
^ Pop Po 

Pi = -— F, = m(0~ r. 



> boule B quasi -ponctuclle 
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-f 

L'oquiUbre de la bank- impose, en p re mi rat en oompte la ten si mi T du ft] : 



> > > > -> 
t + (P A + P) + n : f p;> = q 




iiV> p v. 




Trains ks eourbc;i a — * -^lana el 



cj - Jsinfl.. 




■ 1 cr CS13-: r/> / 
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2 . b. Reprenmw k demarche pree&lcnu; dans Itcas du recipient uniformenient acce- 

I j “ft* — $ 

Lure - n 0 k a flvec a,j > 0 ). 



l lT Cis : n fl S fj 



+ 2 



li'^iuilibrcdc la bowlc sc traduit encore par : 
P A + T + P = 0 -* T - T jj. = ( ^ - 1 ]m|. 
Le hi etant tendu (T < 0), on a p , > p. 



-* 


B 


! 1 . 


■*■ 


I 


P 




O 




suit tan tit = 



Lt i:. 

I an a - — 



(7 - 1 

(H- 

Com Fnen fairs 

■■■■ ^ — _ _ -+ ,p \ #i . 

On )vut facJement verifier que IVm a : T =1 I yng (cf. (4) et (Si). 



U fiJ indique Jliiii: la iii rec? ion et le sens ifu vuTrur jj f «■ pesarHeur apparentc » I. 



J 
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Tourbillon 



On considers, dans im r&f&rentielgalilden un ecoule merit stationnaire cfun fluids 

parfa It. II s'agit dun mouvement tourbillon naire i symetrie de revolution] autour d'un 
axe vertical Of, Le fluide est sounds au champ de pesanteur g = -giij. 

On se place en coordonndes tylindriques (r, ft, z) d’axe Qz, Dans Le modeLe em/isarj#, 

- > 1 * -i 

le vetteur tourbillon ft = -rotv a pour valeur ; 

* ft =■ Otr r pour r < a (li — cstej ; 

y -* 

* £ 1 - 0 pour f > a. 

Le fLuide est homogene de masse volumique uniforme p 0 . 

i, Montret que ce champ des vitesses v est compatible avec urn ecoulement incom- 
pressible, On rtonne, err COOrdonuees cylindriqyes : 



> . -*v 

avec v = vt r, z)u fl 



.. -* 1 ^ icJA fi 

di»A = 7 -w+ : M 




2* Determiner les expressions du champ des witesses v pour r < a et pour r > a. 

Rappels : Considerons un contour ferae F oriente et one sur* 
face I (orientee par rapport a F) s'appuyant sur F (I (Vest 

pas une surface fcmio&V A La relation locale a = rot A , 
correspond une relation irttepale (tifieoreise de Stokes) : 

b ■ W - j j rotb 6£ ■ jj o ■ 

sort j b - fi? * JJ a BX 

Quelle analogie peut-on feire avec la magnetostatiqu# ? 

3- Determiner le champ des Prussians. 

On distinguera les deux tas r <6 et r> rr, et on posera P g » Dim P{r, z} t 

f — * « 
i = D 

Tracer la courbe r -+/(r) = P-P 0 + p n 52, Qn notefa : p m = p e OV. 

4. Applications ; 

a, Le modele precedent est applique a une tomade pour laquelle v in3x = 150 km - h -1 
et p 0 , = 1,3 kg - m' 2 . CaLculer la depression p^. La comparer aP Q - 10 5 Pa, 

b* Le modele decrit uti tourbillon de vidarige. Le fluide est de l r eaw surmorctee de 
I'atmosph&re I la pression uniforms P & _ Determiner la forme de la surface libre du 
fluide. 



r 
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Points de cours 

* Ecotilement ijKoraprcsiiblc (divi- = ()). 
■ hquat ion d ' ¥. tiler { fl u i de pa rf.i it). 

* Premier iheorcme tie Her non HL 



Hi. Ce -gfix'il f&ul tfoMprell^re 

2 < On cjipliiitfr) l.i :vy melrix' du oroltleme - jnnir determinin' V, Oonnjj.HSj.il E tl, par 
application* du teiltK de Stokes. On veriilera out le champ de* vilesse&est bien con- 
linu Mir = ft. Lana logic avec la m;lgnetMtni<|ue H'erteciuera cn meiLani cn airnrsptin- 

-> f 

dance tes champs de vecteun v el b. 

3. On pnurra utilizer k premier theoreme de Bernoulli pour Ic fluidesituf cn r > u. 

]| faudra reprendie ,\ liquation d’ tulcr pour Lc tluide situi cn r < ir . On tLcridra 
com pi c du eu que la press ion est continue en r — a, 



3, SoluVioji 



1 . Calculous dive avev riO. v( r. =), (J)t 

divv = U + - v(f„ z) + 0 s= 0 h- 0 + 0 = d = 
rdH 

Cette equation traduit que lucuiiknicni ermsuyu cst incompressible. 



divv = 0 



4 



2. On a ici 20 = rotr, soil d’apres I’inonce (b — > v ct 0 



4 

20 



r -j 7 ^ v -» 

£ v ■ i if - Jj 20 ■ &Z 



(f el X doivenl ulru le contour ct la surface; uottlcnu* dans lelluidc). Curtsidurons alors 

un contour I” circuit be ifase O?, de rayon r, orient^ dans lu sens direct 



ir 



- vf r t a)2Jtr, 



Dc plus, O = Or On_- Suppusotts niaintenart que le disqtie 
deli-mite par P soil effective-men t coritenu dans le fluidc : 

jj 2 QSE. = J 20 (r >2 nr dr. C__ 

Knvisageoiis les ca* r < n el r > u. 

■ Pour r < it, ilir) = it = cite. 

soit t 27lrv{r, z) = 4 kO| rdr = 2JtOr- 

J l> 

d'ou : | V[ r, z) = tirUj, [jour r < a (1) 



A Z 

4 






'O 



le champ ties vilesses correspond a une rotation en bloc du tluide l pour r< a ) a la 
vitcise argiiliire Q. En eOel, oh a nlors : 
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Wl 



t 



ct rpl r s 



-*• [ ?■ .+ 
On a bitm 1 1 = - rotv . 







r 1 




f \ 






r "i 


. 




u 




X 






-y 


OM = 


ii 


o 


A 


y 


= 


il 


X 






i 




z 






0 , 






V 




< J 






\ 


f 








f 


'i 






dx 


-Hf 




0 






A 


i ix 


- 


0 


= 


2Qu z 


di 

\ 


ft 


J 











* Pour r > xi (li(r) = O pour r ^ a et £ 2 (r) = ft pour r > a } : 
»n 

2nrvi i\ z) - 4Tt ilrdr - 2jtir d’oii : 



*, . Qa 3 -* 

v i, r, z) = — — K e pour r a 



( 2 ) 



Commentaire 



Jk Z 



fi !ii? prui quc It dittiur D i’appuyam: sur It can- 
tour F nc corresponds pas cntknjcnent ii uilf MJr- 
i -i -.l 1 I]ui<Jl l . O si piundraaJors unc surface lelleque 
il sufiit alurs dt rcmar^Litr quc si Ion pro- 
long*' ( rnathAiutiqik'inen t > It t hump d« vi it-sat s 

— ?■ 

f tr velui dc 12 ) j tout Ikspace, le dux de II a ira- 




ir MU 
diins It plan 
dc la figure 



viin I, a la memc v.ilcur que k Itux qu'aufdl 12 

( prulonpt I a Iruers k disque l> 1 S2 = ^rul v e.st j id. > coilWtviilLf ; divli = 0 ). 
Ix** rfeviltais ^-t \ el (?) stmt dune viable* cn tout point du fluids. 




II y ii hie n codtinn Etc dc la viicsse on r = a. L q r> ± 

On rcirouvv j’cqui^ikncc avec un tal droit Hd ) 
dc rayon a parccmru par un courant 1 
rCpmrl dc fa^on unilurmc avec unc ' 

density voluniique i ■ — i soil tn 

J7lI' 

^.Ti j ^ "i ■+ 

pusjnt co = J U (rotv = w: to vecleur 

vorlicitf) : 

1 



-r k ™ 

V i t *- (I ) = - rjXg 




J(r< o) = 




+ , .. .. tim 2 ->• 




jL 

.! . d 1 1 — > 


u.^a-’ -> 


L' ( r ej ) = -y- tty 


< t 


I>( r > c?) = >jCir ra a - 


2r "• 


> 

m 


t-s 


+ 




mn.tr 








* + -> 
rotv - us 




rot B = p, t ,i 
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3> Clliiirnp des press ions 

■ Four r < a : le champ des prwsions pent s’obtenir j pjriir de I equation d'Euler, 



► POINT MfiTHOPE 

L’ecoulement consider! est id rotationncl. On aurait riors pu sunger & appliquer le 
[beoreme de Bernoulli sur line ligne dc coursin'i. Or cdlcs-ti s'identifieni 4 des cer- 
ncies d’axe Ozsux lesquels la pression F(r h z) cst fis6e> retafil dunn^ On ne pent done 
en deduire auc one in formation sur P(r,z). 

.+ ^ 
a v 



On a done recours & liquation d'Euler ■ p^-jy - - V P + p (l jj (3) 

= 2* 

dr 3 t 



3 v« — v)* - -g; +v Ex) 



‘■+r'u 3 ^ <^-*4 .> 

+ rotv a v , 



dv * 

Lc regime est station naire : — = 0 . 



Dentine part v = v(r)u^ el v J - ^(r) = 



1 -# -i 



et rotv a v = 2Llu z a i'( r> ra a =■ 2ii j i r (r) ■ (-W r ), 

Equation [3} dev lent l 

- -V(P + P^}- 

Or v(r} = tar, d'oii : p D ^Q--2r-2D-r u r = -VtP + p^r) q 

ct V ( P + p^z) - j>yi 2 fM r = V j ~ j- 
F iral ement ; V j^P + p 0 gz - -^p f| Q-r : J = 0 , 

Dans la region fluids assod^e i f* < tt f iiousavons done t 

(4) 



> 

S 



Q. 




■ Four r > a : r&zoulement y est irrotationnel {II = 0 ) 3 on pent done appliquer le 
theorem e de Bernoulli dans tout le volume fluide corresponds lit. 

On a done id avec gz F^nergle potential le de pesanteur rapportee a l unite dc masse ; 
P(r, z) v 2 (r) 



Pe 

, 11 (J - 

t>r v{rj = 

r 



+ gz = este. 



F(r. z) = K y - pogz - ^p 0 — -t~ 5 K' = cstc i r>tf 

Z f“ 



(5) 



ll reste a determiner les constantcs K et K' 
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Lraond nous indiquc que P| r, z ) —t P,> quand r — > a-™ et z= 0, cl ou : 

1 O-rJ* 

r«P a et « P # p,rfz <*> 

D'iiuliX'pai't, lu eo"H muin' cl:- la press i on er* r = ti dmim- : 

Phi .2) s P( >i ' , z) T soit d'apres \ 4 ) et 1.6) : 

K + jP„«V-(J = P,-0-jp«O-’« s =»K = P,-p,U-V (7) 

Finale men l : 

r < tf : P( r, z) = P„-p,$Z + jp,U ! (r- - 2tf-) 

1 U 

«: P(r, zt = Pii-p^-^p^— 

■ Courbe r -» P - P (> + p a gz = f { r) 

Pour r< a: fir) - p 0 & : **(- > + j = -*>„ ' ( 1 " ^ } 

Pour r > r j- ; f | r ] = -ip = -~™‘ 

2 a r- 2 r- 




+ P»£z 



| ti 




4. 3r La depress on cberchce s'ccr-i ; p m = p,,0 tf*. Or = Qn -? 




4, b- Tourbillon dc vidangc 




La surface correspond a I’isobare P, |n on oblient done : 
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* L.cs expressions ru) cr ( 10] lixani Liquation de La surface litre [mdridienne ilan> un plan 

H j r 

vrrii-cal contcnani l’.isp O?) appara itrc grandeurs - et - cl un para metre sms 



dimension i] = 



£i J rt 



qui n’est rien J'autre qnc le rapport de [Wcderatioc. ti£e au mouve- 



mcnt de rotation (catenae en r = u) et de I'aocflinEion die In pesanteur. 

* La surface hc err list d’autant plus que la vurtkitc est forte -darts la zone r < a plus 
esactenk'iil, que I'aceSLeritiori £H"tr quelle entendre est impu-rtanle compare? a Laecelera- 
lion de la pesanEeur. J 



Vidange d'un tube coude 

Urv tube de faible section s avet 

a L ) est constitue de deux branches de 
meme longueur L, L'une vertieale AO, L'a litre 
horizontale 06 . 

Lextremite superieure A est ouverte aLors que 
I'extrimite inferieure B «t fermee par ume 
vanne V. 

L'atmosphere est a La pression uniforms P'g. 

A f = la vanne est auverte, Le fluide est en 
eecu Lenient pa rfait, de masse voLumi que cons- 
tante et uni forme p. 



lk 
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z$l Mp.J£X] 



I 



1. Oeterminer r juste a pres i'ouverture r la variation de presston AP en tout point du 

fluide, 

2, a. On note z'(t) la hauteur de tiquide dans Le tube vertical. Wontrer tfue Ton a : 



di 2 



-g 




L ' 
- L_ 



[z 1 > 0} 




En deduire ta norme v{Z) de La vitesse du fiuide i L'instani t ou la branche verticals 
s'est juste vide® de son fluids 



2* b. [valuer T de diffe rentes man i Ires, 



On pourra egafement roontrer que t r nn a, t* designs nt la 
cote du niveau du fluids dans la. tranche verticale : 



d I' 
di' 




-Z'+[ n 




{variables leduites). 



m r 






U schema d -contra represents la courbe 
t T(r‘ }. 



Ce f&ut i^avoir 




* Loi de J'hydrostatique. 

* Equation d’Euler : integration sur line Eigne de con rant. 
■ Acceleration d'unc partkuk fluidc. 



B2. 



I* A pres suppression de Is vanne, I'acccleration en un point du fluidc n’esl plus nullc. 
On ecrira done Equation d' Euler que Ton integrera, a /= O f , d'une part dc A a B, 
d ’autre part dun point M du fluidc a R (ou a A). 

Ora corasitiererrs que lit vilCSse eSt uruforttje Sur l mile SeClion. 



2. a. On reprend. le raisonnement precedent it ]' instant r ou la hauteur de fluide dans 
la branche verticale csl On iustifiera que 1'on a v{t} = (v{ f> ddfinic 

positive). 



In valeur de Z ri'e£t pas netessaine pour determiner v(T). 

b. On peut chercher h. evaluer ie temps de vidange £ de La tranche verticale : 



-a partir de v(t}> 



- en formant mi temps canictcristique lie aux grandeurs siguiiicatives du probkme 
physique <\ id L et g), 

- par ime lecture dirccie du graphs* f -» Z '(f). 
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1. ■ Avan t PoimTtim: dc la vanne P !e fluids est en 
cquilibre hydroslatiquc, sole en nount 7 ] 'altitude du 
point coiisid-ere : 



P(.z) = p„-hp^i:L -2} i m 



A 

w 

vO 



r / 

.■•■V 



2 



M 



A’ 



B 



■i JusiL* ,ipr^» rmivcrUirv de Ijt vanm% bicn quc scs 
vitcsscs ivslertt negligcablcs* Ic Jlnide praam te unc 
acceleration non nulLe, La conlrainte esercee ait V 
niveau de La vanne etant supprimye. il en results une 
variation de la p reunion atf He i : i . L ll ' luii l,\ 

I'crivons L equal ion d F.uier vims la forme : 

pf^ + ^ [ y ' } + ? a v ) = -V ( P + pjfx ). 

Integrrms cette Equation, A t fixe, ic lone ilu tube assimik » unc ■■ Jignc dc courant * : 

pj^’5/ + pj ( rol r a v\6l = -j V I P + p - + p£= j ■ Bt (1} 

— i ^ 

La deuxiem e i nl egnk cst null c, S / e taut pa roll ek 4 la v i tesse v . 

HL # 

Pour La trokleme iiitegrale, nolons, qu'a l fixe : V U{\-1, i) ■ ft! ■ d,U (diffiirentidk 
par rapport aux scutes variables dk^pace) d'oii : 



f' sL „ , V s rj f 

J,, v , 1 + P j * P:s h -J ' w = P + Pj + p$ 



-,M,. : 



M.r! 



(2) 



it 



-y -J. ' > -J. -J. 

Ikiur k premier tenne, on. a v = v(M r )jj el SI = fiiu oil w a 

esl un vecteur fixe tangent au. tube. D’oii : 

?- . 5f = ^ . hi 
dt dr 

L incompressibility du fluids iimpiique la conservation du debit ' L -- 
volmnique. La section du tube etani uni forme, il vienl 2 

I'tMrt = e(r). 



B 



[.si norms dela vitcise eat done la mcniesn tout point tlu tltiide contenn dans letuhe. 
11 en t'il de mtflic de la derives locale : 



i'uu i 



: fl 1 1 — 1 P ■*' j 

fSf--6/=*l0f St i 3) 

Jm, cLf j VI, 

- VI > 

(I), (2) ct (.3) donncnl alora t 5^ = - |"p + p^- + pgi 



M... I 



M ■ i 



(4) 
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I 



■ Appliquous 1 equation H) «\ i — 0 f entre I cs points z 4 
A el B ( M | = A et M : - B) : A 

pjj(f = 0 + ) ■ 1 L = - [ h B. 0 * ) - P( A, 0 + >] * 0 

Or z* - z n m L 1 P{ A. t) = P n d’oii P(A, = l p „ et 

P[ B, 0" ) - P,j ( en suppose rrl qur| Ij sen' lie der la 
van re, osl a tm eeouleim-nl parallel e p>ur Sequel la 
pression cst cdlc tie fair citcricur, e’est-a-dire P$). 
Pinalement ; q 



-> 

b! 



M 



n(0 + )2i. =,el -* 



«f0*) = ? 



{5) 



■ Reprtvnnns le raison nerileUE precedent tnl re ]en 

jHiirib M | — A ft M : — M ( z ) : 
p£riO + >- <L-£> - -|P{Mfr)-PJ 

- P«*2m - 2.J + 0 
pfl(0 1 ) ■ ( L ■= z} s — (P( M, O') — P Q ) + p£( L zj 
d\.m PlMC). O') = P„-rp(L. et 

flvec (5) : 

; I 

(ft) 

. ..I 

■ tntin ,'ivrj,. Mj = M( jc> el M , = B : 

piei;ir >i;].-j:> = -[P,,-p<Mi;.v). tr))4<j + i> 



A 




A1! 



v 1 i 1 ; 




(7) 



On a hicn la corn incite de la prewior en 0 (.■¥ = 0 cl 
z— 0) : 

muz = ok o+ ] = [ p # +±ml] = pi M{x = o). r\. ■ 



0 



MO) 



M(JS) 



B J£ 



El 



ti * 



■ I.es liquations ( 0 ), | S) el ( 7 ) pcrmeitent de delinir It n suit » de pression qui apparait 
du tail de rnuvert Lire del* vaunt'. 

AP[M(z),0 + ] r= ^^Ipja-rjJ-fPa+piCL-z)) 

AP[M(r) f ir| = ~p£<L-z) 

[> cue , Ilf : AP [.MU >, 0 ’ ] = f P„ -1 \ p jf( L -*)]-( P |: , + pg L ) 

AP[MU),r] = -^a+jO 
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2. a. CrmsicteffMlH Ic lube a I m si ant t > (J. f.c 
mvou du liquids esl tlesccndu en A.'(z(t )). 

lleut iii son* le reiuJtal (4), ii l‘ instant J cut re le* ; r : 1 V 

poaialji A' et B. Difi ton? ; 

pu(fH*' + L) = -|P(H, #) - P(A'. r;i | 

- £|v-t 1% t } - v-( A', r) I - p£i z B - Zy ) , 

Or POk f>0) = ? it - PtA J *r;i ct v nc depend 

que de f, d'oii : pji(f r > • {z‘ + L) = 11 + 0 + { H) r' - 0 : r ^ I.. 

01 |p J i " - 

i>4? [ilos,camm* v nc depend quisle r : rf(f) = ■— = — - 

eft d 1 

_> A?*-+ j-?' 

Or h.A', r) = — m r> / cote du point A' v(f) = — ^ > 0 cl a(f) = ■ 

J 2 _f 

Liquation HO devieutavec (9 1 : (=' + = -%z’ 

ui 



B 



sent encore : 



d : z 

dr 



1 = - = /] - -L- 

- z J +L. H i r +• I . 



Pour obienir l.i vitesse ft I'insiani z ou la pjtrlie verticals du tube cst viJangee, multi- 
pLioil.H lkk|ua1]on pnicculenu; par 

d i dr df- _ df z +L dfJ 

***■ ’■ it, | ( fr ) 1 * -*t,‘ '*■ L1 "' y + u } (16) 

Integrons entre PiiKtant initial r = 0 1 et Pius taut f : 

-0 = 5 0-IN^ + t)Jb:! : ^U Ot-ft W = m 
d'oii : V"l T] = 2 gL ■ { 1 - In 2 } = 



td.f> = ,/2 : fl L — In2 



2, b. Pour iS&Ilkt le temps t, on pout ; 



* Soit con&iderer que : t - — - 1 ,3 I- 

v(i] -/ 2.p( 1 - Ln 2 ) V .c 



t ,'L 



dc r 



V .C *lg 

dz' 



On a de fayon plus precise : = -t'{f d'ou dx = 



f <b' { 

sm: *n CO re : t = - , > - 

J L vU(z)] -I 



‘ ,s d/ 



[. 



i vi- 1 vi:t;i 



L 



I .t: tlis-liJ tat 1,3 ! - smis - c/va I ue tl(>nc r , , - 
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im eDpjairg 



I 



* Soil for me j- un temps caractemtique i parlir des grandeurs caracteristiques g et L 
(.ttilmisHHilt If pruIvLertle : 



I = ]>i-p 




{a = et P - -4 )► 



- Soil crilan t'aiir appel i uiic integration nutnei iqne de ] ‘equation differenlidle obte* 
title k partir dt; { 1 0) : ^ ^ j - 0 ■ — g(z" - L) + jf L ( in tz' + L) - ln(2L)} 



i It 



4- i 



(*-t) (f <ffl )- 



^ - • -!W- ^ I'jV 

t 'T 

Pososih alors = - et f r = — oil t . = \- { variables red Hires ) : 

l ^ 'Vjr 



d/ dr i kt, L . i n + 

■3F = if ■ r c = -• /2fi L J l - z * H— ) 



soil : 





<3* Etude d'un regime transitoire 

[}n reservoir cylindrique. d’axe vertical et de grande section, ah merits une canalisation 
Qtindnque horiiontaLe, tie faible section intGrieune consume, et de grande Longueur L 

Cette canalisation est fermee, i son Miemite x = L par line v»nne V- La hauteur 
d'eau dans le reservoir, au-dessus du niveau de La oorduite. est h. 
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On ouvre complete merit la varuie V a t = D ; on ad met que pendant la duree du regime 
transited re dans, la eonduite, h ne varie pratiquemgnt pas. l'4coulenient de I'eau dans 
la conduits mt suppose unidimensionnel (vitesse uniforme ir(x, t>cr K syr cbaque sec- 
tion droite), lean seT^ assimilee a tin fluide en eeoulement pariah; homogene et 
incompressible, de masse volumique p. 



1* Spit deux points A et B d'une ligne de courant fl t) a un instant f donne : etablir que : 
f(B, t) + p 1 ' - PiA r t> + p--™ -- + pgztAj-pf f dv ■ hi 

(theoreme de Bernoulli generalise aux ecgylements non statiornglies)* 

2, Montrer que la yitesse de Ifeau est uniform* le long de la conduite, a un instant 
donne. 

Etablir Impression de li pression P(x, t) dans La canalisation en fonction de P D (pres- 
sion ambiante) r p f L. et x. 




h 











■*r 

X 



J» Hoyennant une approximation que Ion justiiiera. etablir tequation diffenertielLe 

r — ?L 

verifies par v(t). La resoudre en posant v = Lim v(t) = et i - — ■ 

t .... V,, 

A.N , ; b = 10 m ; L - 100 m i g st 10 m ■ s ' 2 : evaluer v,.,, i et la duree an bout 
de la quelle v ne differs de ^ que de 1 Cone lure. 

4. Le regime permanent: etant atteint r on terms rapidernent La van ire V a partir de L r i ins- 
tant t' - 0 : la vttesse tfecoulement en x * L varie setem la tori v(t') = ■ [ 1 - ^ j, 

T est La durie de Fermeture. Determiner la pression f r ) dans la condulte, pour 
0 =* t" * T Qu et quand est-elle maxi male ? 

A.N. : aux valeurs nuTOeriques du 3 . r on ajgute : F n =. 10 a Pa = 1 bar ; p = 10 * kq - m~ ) 
et T = 0,1 5. Cal cuter La pression max i male atteinte dans la condulte. Commenter. 



■ 11, de faut ^avoir 



* Equation d*Euler. 

- Lignc dc con rant i f fixe. 

* Ixoulemenl incompressible. 

- EcuLileuleiU parriWd, 
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to: 




£ 0 C 85 [M 0 Jfg 



til. Ce <fViI f aut cojupreJirffe 

1* I® n'cst pas possible d'appliquer lc {h&jreme de Bernoulli, i’ecoulement etant insta- 
tiojinairc. il faut Tcifrir a I'eq nation d'Fuler que Poo mtegrera, a un instant i donne, 
mi r unc 1 igne de cou ran s , 

2, IJ uniformity du •champ des vitesses dans lc tube -af fijte - cst lice & Fmeomprcssi- 
hiliti du lluidc. On fora h - esteef done \\ - 0. 

3 . Dans In plus grande par tic du reservoir, on pourra corasiderer que It iluide est qua- 
si merit att repos, a reception d’un domaine 'J faiblcmcnt cicndu si cue pres, dc 
IVm booth ute de la canalisation. Plus la longueur L de cette derniere sera importantc, 
plus le rule dc& pourraitre neglige. 






1. Kcrivons I’^quation d’ filler sous h forme 



y 1 + S v a v - ? - ^gradP = -grad^ + gz j, 

Con sid crons j Fmstanr f unc ligne de count nl, multiplioris sealairemesit par un depla- 



ccncnt 61, le long de Cette ligne de cou rant 16/ cdbkaire iv): 

• - *•> * -> ,■■ p v- 

d v • 6 / + 61 ■ grad - + gz + — = 0 . 
dr ’ P ' 2 ■' 

Integrons urine Its deux points A et B, le long, dc fC) : 

f M, t\ ■ 6 / + I gradf + - + gel ■ -Sf = 0 , 

Jam i 7): *a \2 P ' 

Or gradU(jc, y, z, r) ■ 61 = d,JJ (different! elk de U a i fixe) 

et [ gradU-fif = U(b, f)- U(Av Cl soit : 

J a 



B 




|Si ^ /•v:.i .•} P h (j) v fv \ ( 



t-AfO P,(r) 



+ £ z A - 0 



2- Lecoulement cst incompressible, on a done conservator! du — -10 
debit volumiquy rj, a un Instant r donrte, a t ravers un mcme tube 
de Ciiuraixt et done id, h t ravers touie section de La canalisation, j_ 

D’oii : qlt\ = Sj vfar lT f) = s,v(s, h f). *i 

Or s, = Sj = s d’oii i = v(* : , t), 

Le champ ties vitesscs cst uniforms I tout instant, dans la conduite. 



dvfr}- 



Ainsi di* ^ ^vff)iT = 

dr df * dt 



’.I.' 



-h 

*1 
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A b sortie, IVati forme uri jet que I'on supposera taealefMilt cylindriquc, au contact de 
I air lib re : la pression y vaut P a (ecouleinent parallels snr Sequel mi neglige I’cAel de Ij 
|> esaiUeur}. Appliquofis le r&ulMt de la quest ion 1, le Icing cI'utic ligne de con rant revr- 
liligne daiiH k oemduite. «en Ire un point M dabscisse x ut I'extrcmitc B(a = L) : 



L 

r 



O 



M 



A" 



7 » 



I 



-ta- 

X 



r M {t) = v a {f) = v(f}; (que Ton pent Lhokir null 




p(*.o = p„+p(i x.;| 

La pression cst line tbnetion affine de x a un instant domuL 

3. Imaginous une ligne de courant, allant d un point A de la surface du reservoir* oil 
la vitesse est quasi- nulls, an point B, extremity de la amdoile : 



•3 i 




F A “ Pp : “ Pi, v A = 0 done k rcsuEtal de b question 1. donne* upres division par p : 




La comiibution assent idle a 1 'integrate cwrvilipe csl wile de la partie rccliJignc dans 

la etmduitf tiui vaut J — 

<li 



Nous n^gUgt'nms tulle asstn iee a la porticin de ligneJc a>u rant dans le reservoir, sur laqiiclle 
rJv 

Ih derives locale -y; a ties valeuns appreciables* car sa longueur est eertainement ties infe- 

rieunc A (On petit en diet supposer que Is liquids est presque inmobik dans le reservoir, 
savfdans unc petite region voisine de f entree dc la conduits, hachuree sur la figure.] 



Nous tx'rivon.4 done ; 



ah 



A 



. dv \ 
L -7” t — 
dr 2 
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Exercice 20 a 



1 



I .a ViteskSdhmiteest v„ = Jlgh fformule de Torricelli, — = 0) il'equationdififcren- 
tkllc s’ecrit : 



Separons ies variables : - 7 ^ —; 

< ~ v ’ 

_ v 21. 

Fosons v = — et T = — 

V... T... 



dv 

df 

dr 

2L 

ily _ dj 
T 






21 



l-v 



soil encore: + -^-1 “ - -=> -Inf 7 ^] = - £K 0 ) = & car HO) - 0 ) 
_U + y 1 - V_| t 2 \ l - y , f 

ii )-«p(-0 



j 1 , 1 + y 

d mi ~ 







A Ml i v b: 14 m - i -1 ; I = 14 i 



V = L-' 



fl -) = ^1^=* lanhft) = 0,99. 

\ 1 00 / 100 " \ xj 



1 - exp 



(4) 



PfU’T - sufHwmmcrt jirand : ■ — = 

t * V f 2 

] + exp 



(4) 



44 | — 2expf — — | = O f 99> 

h\ 1 * 



ce i|lK donate exp 



f - — 1* 5 ■ 10- 1 et 


/ L -3 7 s 


V t J 





Le regime permanent 11 'cst pas utteint immcdiatcincrit, « j] fmu suppowr que la sec- 
tion du reservoir est assez grande pour que h riait pas varic pendant ccttc dun£e, 

4# Dans la eonduite. ors a main tenant : v( t' 1 = v„ ■ f I - pour t* G ( 0, T)+ 

v T } 

Considerons k portion (AM) de 
ligne de courant et appliquons le 
results! de la premiere question 
awe la menu? approximation 
(cf. 3,1 que p:k edeimiiL'iiV 




, v-fA, k ^ r(M, t ) f" Ov 

H{ A p 1 ) + p — - + p%z{ A ) - P ( M, 0 + p ■ \ ' + Pif2 (Ml + pj - - 



o 



^(M, f) 






^ r agr - \ — r - ^ - - ■ ■ r r ^ 

oil Pi A. f) = l J M ; v[ A. /) *■ 0 1 z( A ) - z ( M ) = ii 



fii 



et 



r^3v dr 

| — ■ Si 1 = a — (pour x pas trop pein ... : cf. approximation du 3, 

J a, O i d t 
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Soit : P(x, () = P„ + pj?f) - ■ ' 1 - ~ j + p 



IV. 



Ennalemerst : Pi.t. r) 



r. (. 




L'-i'-tJ j 


+ f>— 







Hilt? cal rtlixirnale ptiur x = JU ccHl-A-dire juste «ie<rierc !.;i van no, Ct lorsqilC la vitcssc v 
s’annu]e,a t* = T : 






P i™* = P 'i: + Ptf ll + P L T 



A.N. : p gh = 10 s Pa = ] bar = P„ 5 pL™ - >ft ~ ^ « M- I0 7 Pj = 1,4 ■ 1 0? bar. 

A la precision d« donuees, P M cl p^T Jo 1 vent cine negliges. 

P rtlaS ’^ 4 'O' burs. 



Commentaire 



Cette .mrprasion importjnte, due a 1'inertie de feju cotiremjt- w In amduiif Itir 4 .de Id 
fvrcnrturc rapidr de ]a vannc, pork' Ic itonti tie « amp de hcl i cr «. 

F,0 Fail, till* ci>ruLui(c ■ ■>■ Lelte lungikw. i.1 fiul tcnii a»mpt' dc La compicasibiLitc du 
Jiquide ct de I eListicite de La conduite. On observe, pour r>T»un phetamiene dc reflexions 
multiple* s-ur les ex trendies de la conduite d'mu: cmde dc com preu ion J i k. : . 1 Liun-w t|ui 
'"■’■■lortit progress! veiYlen 1. Cela pcul avoir un diet (lestmeteu r. 



® Mise en mouvement d'une boule par un fluide 

Dans uti r^erentiel pkiLeen il , une boule de masse m se de place dans un fluide 

incompressible, avec la vitesse w ( t } = mr( t)u t . Cn not® p la masse volumiflue du 
fluids et 0 Is rayon de la bouts. Op neglige- Les effeis de La pesanteur el on suppose 
flue I'&couLement parfait du fluide autouT de La boule est imotationneL 

Partie A 

Le fluids est au repos a L J « infini ». 

1. a. On impose au pOtenlieLdes vitesses P. defini par I/ - -gradJ, La forme : 

■+ i 

A . r —■'* 

0 " -tt- OU T - 0 M 

r 

On notera 0 - <4^. 0H> ; (r, 0 , up) cooidonn^es sphfriflues de centre 0 et daxe Qz. 

Le point 0, centre de La boule, estanime dans de la vitesse M est un point 

centra nt du fluide. 
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HH dJ[ 3 ldfX^ 








Jlistifier brieve merit ce choix de <p, puis en deduire le champ des vitesses. ^(r f fl ( n 

_j. 

au sein du fluide. On verifiers que Lon a A = -—vnt)tt r . 

h. D&teiminer l^nergie diietique eontenue dans le fluide a I'instant t. On exprimera 
le resultat en Fonetion de p t T [volume de La bouLe) et iv(£). 

Rappel : l element de volume St centre sut it point M sexprime en coordonnees 
sphenques selon St = r 2 drain BdSdcp. 

■+ -j. 

2, a, L J operateur exerce sur la boule La force / = /gcossyu., fit la feoule est immo- 
bile a £ = 0 (w(0) - 01, Donner Lexpression de L'amplitude de son mouvemeriL 
On utilise r* le resultat obtenu an 1. b, 

b, On desire retrouver le resultat precedent en ca Inula nt dinectemert La force /.. 
qu'ejtefce le fluide sur La boule. 

«) Ftablir Le theorems de Bernoulli dependant du temps : 

p| + P + pf=K( t ) 

ou Kit) est une fonction du temps, uriforme dans le fluide, que Lon r*e therchera 
pas a calender. 

Le point H etant fixe {dans le fluide). montrer que L'on : 



a t 
r U 



a i div cos0 chiv 2 .. 7A . 

3-+— n-*CD5^)_ 



2 dt 



2 ri 



p) Considers nt que lim P(r r 0, t) - P 9 montrer que i 

n n ur 

P'-C. 0>t) = Pfl-3 pW f ( 5 -&C 05^) + P- — COSfL 



S' 



2 dr 



-J- 



•— 'jil 

En d£duire que l r on a : f f - - 



Rappel : ^element de surface &Z de la sphere de centre 0 et de rayon a associ# I 
fle (B r El + dB) etq>€ iO, 2 je) est SI = 27i£j 2 sin0d0, 

Parti e B 

■■ ^ ■ • j p: 

Le Fluide est mairtenant anime a grarde distance, d'une vitesse v Q { t) = iy La 

-$» — + 

boule n est plus soLimise qu r a faction du fluide et prend une vitesse w - f iu 

1. En reprenant Le raison nemenfc p?§cedent r donner la nouvelle expression <|rV, 0) 
du potentieldes vitesses, et montrer que La resultants des forces de pnession exereees 
par le fluide sur la boule est ; 






2+ A f = % on a : v p (0> = rv(0) = Q, Determiner nr(f) en function de yt) et dies 
masses voLumiques p (du. fluide) et p (de ka boule). 
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*1. t?e faut £&Voir 

Points Jk; CO UTS 

* Ecoulement ir rotation net : polemic] des vitesses. 

* Ecoulement incompressible, 

* Conditions aux li mites pour un fluide parfait. 

+ Equation tl’Etilcfr 

* Thcorcme de i'energie cin^dque. 

- Then rente de la resultante dynamique, 

O utils mathematiques 

* Coordonoies .ipNriquw, 

■ Gperatcur gradient. 



1. fle cju’i] faul colnpreJi^r^ 



A. l. a. II taut justifer que le vtcteur A est rUxcssairament paraUde £ u z (direction de w ). 

b* Le milieu tluide esl ihioriquernent iitfim, L'intigrak donnant l^nergje dn£tique 
converge cependant (le champ des vltesses decroit suffisamment rapidement quund r 
devient grand devant ci). 

2. a, IE ny a pas de puissance devdoppee par des efforts interieurs an fluide (absence 
de viscosite et ecoulement incompressible)- On dienehera dune a appliqucr Sc theo- 
rems de I’energie cinetique a [’ensemble {fluide + bonle}, 

b. et) Oomme tout th£or£me de Bernoulli, it peut cine ftabli cn part ant de ] equation 
d Eiller ct cn (raduiunt ]es hypotheses du texte (ecoulement irrotationnel, 

Pour eakukr ^ on prendra garde a ne pas outlier que O est un point mobile, 

|S} Pour Ic C&kul de / p , on liendra cordpie des symetries... 

B. l. a. On ajouiera au puwntiul dcsvilesses precedent [A ayant une valeur differenlc 
a determiner) celui associe a un ecnukment unifurmc de vitesse v 0 ( f)u_. Le raisonne- 
menta suivre est aloes semJblable k celui me lie au A. 2. b. 

2 . L'operaleur n'agit plus sur la boule,,. 



1^. Bo]ulioh 



Putk A 

A. 1. a. Dans le referential galileen 
31 s la boulc se dcpkice a la vitesse 
w(f)tf = dans un fluide parfait au 
repos i 1'infirti. 

Le mouvenient du tluide est assoeie a 
un ecoulement irrotalionnet er 
incompressible, 




UC 
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Exertice jo* 




-J 

On pcut done ccrirc v — strad 1 Of r, 9')|, awe = 0- 
Towt point du fluidv rcperc par dcs eocirdosinies 
spht%lq ues de centre 0( r ) et d’axe ( 0 ( s ), tr* > . Uf 

-i * 

I.'entsrce propone tjl = - — — ^ oO r = OM. 

r J 

Or le poleniid exl invariant par rotation aulnur de 
-> -s 

I’axe (CK «_}, k vectcur A est done portc parcel axe : 

-* - > 

A = Ah . D’autre part, du fail de & linear Lie ties 

equations, A est pnsjwrtionrcl & tvf f). 

c- t , , wff)eos0 

SoHA A = ctw(|)u. el f) = Ct ; 

A M fixe daris .ft , lcs variables 0 et r sunt c^akment Junctions du temps. 

On a de plus A sph[;rMl J ^ j = 0 [cf. analogic awee k potent: d V tree par un dipfrle 




Electrostal ique p place en un point O 
l.e champ des viiesses devient : 



: V = —E— et AV = 0 pour r*0„ .). 



4mx., :i r* 



,-2aw(0 



CQS0 



If. 



cewfr) 



sinG 



Pour determiner la consume a, il faut assurer lcs conditions aux limites sur la surface 
de la boule. Le fluide etant parfait, en doit avoir continuity de la composante normale 
de la vitesse relative du fluide : 









v ■ u f - w ■ it,. 



Sts it s - 2 a. iv( ! ) 



LOS 0 



a H r ( f)C<tH0 => tl = — ■ 



D oit : 








^rW[?KOS 0 


(11 el 


i 

V 




r J 

J 

f -w(f)sin0 
ir } 



m 



A* 1* b* Lfencrgic cinctiquc d'une pariiculc Hu idedc volume St esi : 
5 Ek = (pvhMiSi d "oil a u total : E c = jjjiprSt 



avec 

et 

Suit : 



= — ( 4 cos 2 0 + si ti ; S 1 = — <3cos 2 0 + 1 1 
r 1 i h 

St = r-drsin 0d0dd (coordonnees spheriqties). 

K = ; p A 3 [ d $ [ f < 3 cots 2 6 + I i s i n 0d0 , 

2 Jo J.i r h ht 
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I,^ premiere integrate vaut 271, Id deuxieme — Quant a la troisteme, elle s’ecrit : 

?£? 

f (3 cos 0+ l)df- cos 6) — - few 1 0 — cos fi ’ ?= 4. 

Jo L J(? = D 

Finalement E e — ^p^rlE h et en nem planar t A par sa valeur deduite de la premiere 
6 a 

question : 

fc f = 'w- — ^ p Vw 1 on V designe le volume de la bonk. 

3 4 



A* 2 , a. Appliquons k tlieor^niedelYnrrjjie^ipiL'Iiqueiiu system- global const iiue par 
la bonk et le liuidt. II n'y a pair de ■dissipation d’cnergie puisquc k fluidic est suppose 
parfait. On a done : 

J ■? i 

E..( fluitte ) + E t f bouk )l = j - w ( f). 

CtSmmerttitirtfs 

] -II n’y t pas de travail inter ten r des fortes fk* pression., le fluide 4tarU iiKompreuilde. 

■ ll! ny a p;u dc 1 mvu.ll Iburni par les fortes de pnrsskm npissanl s-nr La « Limile * du UllllIl - : j 

*1 irlfini h, k module de Ea vilrsse dferuit plus vile fen — J que la surface de la sphere de 
rayon r (variant en r-).,. 

* Les forces de pression s'eser^anl erttfe le fluide eth book sim t imerieures a u systeme. biles 
ae travel illeul pas (pour le syskille gkdvtli. puisque de Elfdn ekmenlaire. on a i 

o/ r . = -Pt 61 

Sd 1 - 6f p ■ 1? + (“5/ p )' v(di.0) ■ 5/p ■ (w - via. Of) 

i r 'i ” 

I 

hill 1# hH:u_r Silt lr iL'jkIl- 

ox bf 7 i 1 . 1 ' rj el (iv v ( ij . £? 1 1 ■ « = 0. On u bien : b f = 0, 
rV > -> dti I ,.div I -* 

* L dr 2 dr J 

L'acceterinion tfonl id volin&ift; a U lbrw.il vie pi; : 





I *-14 w 


f - 


r + i pV j- 5 F 



Tout se passe done eoifUfte si I 'aelion du Jluide consistuil A « alourdir Ic solide (e-fl'ct 
de " tnttsm tlffiutdi! i)* 

Et pour une force sinusotdale, imposes par 1 'operateur, / = / u costo u fu . ; 



b'')% - '■ 



/jjcosw,/. 



Soil une viteMe w = , ^in(ii lh f, ou I 'on note tn' = m + -pV. 
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Puis par simple integration z(t} = 



— I I - eosM lf r) cn pieman t 2(0) = 0 . 



L 1 amplitude dcs oscillations est a lots : 



fo 


I m + ^pitri 3 ^ 


<4 



Elle est ^videmment d’autant plus foible que fo pulsation est importante (effet d’inertie 
qne rcnforcc ici faction du fluidc). 

Commentaire 

r 



Dans « cadre dTiypothfeses (fluid? parfrit,. . el pour une vitesse de la boule maintenue 
constant?, la force exereft' p.ir le flu isle sera it null*. En effft, ectfe force peut ft re dtiduirede 
F equation (3) en la retferivant selon : 

dn 1 ^ 1 ffl \v 

m— - f - -pY — d'oei f (floide-* boule) = - -pT-r-- 

■dr z or I Jr 

Cc paradfojee (appde paradosc dc d'Alembert ) csl lev£ si fun Eicnl compEc dcs dffcEs cltr vis- 

assLEc el dc sillajje, J 

jjy J / yT \ J ^ ■” 

A. 2. to. d) L’ Equation d 1 Euler s’ecrit t p-— +■ pgradf — J + pro tv a v = -gradF. 

Or 3'ecaulcment est i notation nel (rolv ~ 0) et incompressible (ici p = cstc) t on a 

done v = grad* et : ^(gradifr) + grud^- + grad^ = 0 

(ft 2 p 



soil encore 



d o Cl ; 



^H)=° 



%+H‘ m 



(4) 



Theorems dc Bernoulli « generalise * : regime inxtai ion nain\ p = (ste. 

( fokulons -^ ■ Les variations dc 0 avec le temps bin point M fixe dans 01^ ont deux origines 
dw 



dr 



7* th 



* O n’est pas fixe et possede la vitesse ivf t)u x dans 3 t . 

v do a J dwcos0 d 3 
D on : — = - ■ 



2 df p 



s0 a 3 ef rtos&l > 

r-T-' f >sL^rJJ M 



fisi 



3 i 

or O r O ( 4 = wd/ et ^(r eos.fi) = —(OH) — —w. 

Deplus: ^(t 4 df) = ^(f) + (ivdf) 2 - 2r(f)(iv<iif)cofi&(f) 



soit : — r 2 = — Znv 
dt 



=r- •, = “ wc 



WCEK ft 
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I 



d’oii 



l 

rJl 



cost) 



) - Yj ~T“ J " W) 4 ra?sft[ -^](- ivow 6 > 

-l/Jilih? cJ L r _U ; ,,i !isi . t- '■ t > 



- — - ( L — 3 cos- 0 ) 



cr 



0$ fl ' d H' COS 0 Ef V 2 , . , rt , 

■77 - - - 7 - 77 — — + -— (L - 3 a^fl) 
dr 2 at r- 2 r y 



(3) 



A, b. fj.) Nolls avonsetabli quela quantile + “ + V C:i,: unc fond ion du temps 
K( x) uniform? dans tout k fluid?. Pour determiner K(fl„ hisons tendrc r vers J'inlini : 

57 ) 0 ; — » 0 i <■),.. = f, 

,, t dO 0 V 2 - fft 

d on : - +- - H — = — - 

df p 2 p 






De plus : v’ = — n-'c 4 los 0+sin 0) - (3eos J 0-L I) 

4 r" At* 



r, 5 

:! " W~ 



HOit : ! V = P fi - Qtt : 0 + 1)4 p y 77 - Py 77U - j Cml 0 1 I ' 

Hr £ y c r* -i- f ■ 



Sul Id surface dc La bmile, r= a: 

Pfu. 0) s P (! - - p n ,a (3cos : 0 +■ L ) - |pvr( 1 - 3 tovft) + Pt t' 

b 2 - ul 



P< il, ft) = P* - £ p W- ( 3 - y COS' e ?4 COS ft 



soit 0(0,0) - P.frt, ft) +p^^coH0, 

2 d f 



La force elemental re qu'exeree lefluide sur ] element de sur- 
i'acf BE m a 1 sin (Mftdip de Id boule est : 



&t = -PM .0)*S£ = 8/1 + 5A 



Sfi duti P,(iP. 0> 



' > 

8 /, issoci^e j 



1 d iv a 

-pfl-T- COS 0 

2 ‘ de 




l .a contribution de P,(iJ, 0) i tuule k boule est null? lies forces correspondantcs 
sarin ulent deux i deux til prenant des points dianietraLenncnt opposes). 

[] rest? done : = -^pir^p jj cosftrr 81. 

L 
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Exerrite 20* 



Four une c< hi mu ne telk que 0 e (0. 6 + dfl) et «p s < 0, 2*), la results nte est portae 
par 0?; (in a done : 



r T ^ I” f fi”| ^ 

L'integrale vaut : a’ [ cns’02Jtiin0d8 = tr’f 2Ktos-0d(-oos0) = 2«<i- — 

J Ls L 3 J 0 



? 2 71 .dw-* 

son: 4= -p& — u z . 



= 2 IT Cf ^ ^ = ^~fj’ 



f s, wr 4 Hi T ii v j- l _ d rt J i T i 

Qr l z dim: ^^.pr— {,) 

On relrouve bleu k resultat precedent \ if. 2. (+, eommentaire). 

Partic B 

_ . . 

B. 1. Dans le leferentiel la vJtesse de la boule est n'{f)«. 1 eelle du tkiide a 

* finfini ■■ nVst plus nullc el: vaiit v^(i) = v 0 f On . 

On a done : lim i 1 ' = c L d r)n_ i v champ drt vircsscs du flliide daiw .JIJ, 



— T 

l e clump des vitesses »■,, esi assntie &, un |>nieuriel : (f) ri = p p (f J2 = p ( ,(r)n:osft. 

Le nouveau potent id tp" des vitesses doit done verifier : 

* A©' = 0 dans lout le Guide fa) 

- rp' ~ V||U)rtus 0 ' quand r — > (r » e 'i lb) 

\ -* -*■ . i)ij> ‘ ri , . 

■ I" «. = w ■ Uf) tB u =* -5“ = H'cosB (cj 

* t = i 

^ ■ r |Q 

Essayons done la solution : <p'[r, 0) = %{r. 0> + 1 — — — 

La propriele (a) est automatiquement real i see ( Arp,, = 0 et if ^ ; = 0). II 
est de ittenifi de (Is). I) restei verifier j 



c f dr)cos0- 



2A'co$8 



= irtosB => A' - — —(tv ■” v 0 ) 



Fina I emcn t , o iu: o ' = $%( J ) rcos 0 - — I *•{ t ) - ^ .( t)) — — ( 8) 

I e TTieme raBonnement qn'mi A* 2 , b. o) conduit a: 

3 dv fJ (j d v i: , 

t- [ v a (f)rco&0] = rcos 0 -i- e fl ( l rcos 9 ) = -^-rcosB - v 0 w 

df r ,cos &1 f d iv dL'nVcosO lv 

sL (w -‘^— J - Idr-trrJ— ^ !, - 3cos ’ 9) 
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,, . ar yj (I'mIiv cJi 'V', | CQ30 f 

dou! -5?- "dr'"” 0 - d7 - d7j— t/‘ ^ 

} 

taiKfKwdf t ■■•■■■ 0 

Fl If l Injure me de lie run nil i generalist s’ecrit id : 



«0 

df p 2 



p = 



f" ao j 

'-PT-P-S- 



« F£«d0,f> = pK(r> — e. fi — ) 

[i! ■< r = ^1. M :■ 

Or f' 2 wic fn fonetimi de 0 comine cos-0 car : 



f(ji. 01 



V„COS0 ■+ ( W - t’n) COS0 = wcos.0 
-l'..sin 0 4 ^f>v- Fq)M.n(j 



De plus confornierneni au\ calculs mcncs a.u A. Z* b. 

^ V (I a £i C d LV ^ v id lAv 

& h*. ad* Ad t df J 



= Lcser^-^ 

2 L dr df 



+ P( cos-’fl ). 



Finalcment, il vienf : 0 ) - |>rfCOsftj 3 



4 V,j| j i L ' 



+• C{ COS'S). 



df de. 

Cc i rd'n rmemern jlux KRiarquen times au A. 2, b*p), les tcrmes contends dans 
Gfcos ? 0 ) no contribucnt pas a la n< tuvd le resultame ties forces de pression, Il soffit 

id IV ■ . dw il V r | 

aiors de rcprendre Lc rtsultit C7i cn mbhCLiuaul A - 5 — ['expression — 7 — -• 3— r— ■ 

df de dr 




B. 2. La bonle nV&t ici soumisequaux forces Je pressions (fluide parfait). Le theoreme 
de ki resuitan.ee dynamiquc applique a cettr Ixmle docirie ulors : 



iiw 



f = - 5 P r Saf- 3 7 rJ Sl,itcn “ re: ■ I 



1 ...fdi 



FPl - 



<if 2* { dr dr 

cten introduisant la masse volumiqwr \l dc la boule [m = 



.dr fl 

df ; 



. , i, . 

( I . ''idw 

'^ 2 P Jd 7 = 



3 ' dl « 
2 P d; 



-}■ 



Unc simple integration de celte Equation conduit, avee u 1 ( 0 ) — I ) t - ft, a : 
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Exerdce 201 



1 



-t — j- -?■ 

Avec u-(rj = Hi f)jj ., 



V,|(f)w, P wU) > ft et v.jlf) > 0, on peut remarquer que : 



< *Vi( 1 •' pour ll > p (hnule plus, dense que le fluide} ; 
«'(/) > r p ( ( ) pouf m < p (hnule mo ins dense que le fluide L 



Cavite, bulle dans un fluide 



1* On considers unt cavite (assimrilee a du 
vide) de rayon Qq, crew a I'instant f - 0 dans 
un ftuide parfait, homogene, incompressible 
(de masse volumique p n ). 

La pn?ssion a I'infirii vaut Pp et les forces de 
pesanteur soot negligees. 

On cherche a determiner le temps t au bout 
duquel la Cavite aura disparu. 

Le centre 0 de la cavtte est fixe dans te refe- 
rential delude galillen. 




a. Justifier que Le champ des vitesses v et le champ des pnessiors P scmt de La forme 



v(M, f) n vi I. t>£r et P(M, t) = P(r, £). 



Preciser Its conditions aux limited (on a neglige la pression de vaptur saturate du 
fluide devant P 0 ), 

b* P&termim*r de deux famous different^ la fonction v(r, f) ■ on exprimera le rts-ultat 

en fonction de r r 0 et ~r 1 

at 



Wonder que cetecoulementestwrotaticinrieL. Err d^duwe que le potentiel des vitesses 

, «da 1 . , 

0 = -itt ■ - convrent. 
dt t 

■* i 3 

On rap pe lie que r div] Ad 1 , t)u ] = f}] (coordonnles spheriques). 

t* dr 

Tot(grad<Jr1 - 0 ({■> fonction scala ire). 

c. Ex primer La pressior P(r, f} er fonction de P &r p 0r r. 0 et ■ A cet effet on etablira 

Is relation ; — 4 v - + ^ = Ki.f). 

Pd ^ 

dt, En dedusre une equation differentieUe verifies par o(f). L'int&grer en posant 
— \ avec ies conditions ini dales ; o{0) = o e et ~(0) - 0, 
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Determiner le tempi t n4ce$saire pour rfeorber La cavity On exprime re te rlsultat en 
fancticm cte ['integrate : 




4.ftr, ; catculer t pour p - 10 3 kg m 1 ■ = I0 fj Pa ; e? 0 = I mm. 

On donne : J * 1,29. 

e* Retnouver i I'aide d’une simple analyse aux dimensions, et i une constante multi- 
plicative prfe, [expression de x en fonetion de F' i: „ p fl et u c . 



I* Approche enengetique : 

a* Determiner le nerqie cinetique E c du fluids (o * r < »), 

b. Par application du theorems de la puissance cinetique, etablir une equation diffe- 
Tentielie v£rifi£e par off), Hontrer que ce resultat est confomne I tens obtenus an 1. d. 



3* On etudie maintengnt les oscillations radiates d'une b u lie de gaz dans le fluids par* 
fait. La bulls de rayon o{£) presents une pressicn interne P L (£), suppose iinfforme. 

On feta L'liypott'tese du gaz parfait en Evolution adiabatique reversible. 

a. En s'appuyant sur Les resultats precedents (if. !„), dormer une equation definis- 

sant La pression P h {£) dans la bulle en fonction de P 0 , p c , a(t) el 

b. On se limits aux petites oscillations en cr{f) amour de la valour cr 0 . On pose done : 

0(f) = o 0 {l tfi£)) ou !£•(£.)' « L 



En se limitant a une etude au premier ordre en r{f) r montner que L'cm a ■ 

On donnera [expression de ft en Fonction de P 0 , p (j , o 0 et du coefficient y caiacteri- 
sant le gaz parfait conte nu dans fa bulls : y = ~ |. 



Propose? une approche energetique, On pourra re prendre certains des resultals 
obtenus a tor 2* a. et 2* b. 



#1. de tju’j] fanii 5%voir 
Points de cours. 

‘ ficoulement incompressible et irrotat inline] I. propriety do champ des vilesses). 
■■ Potent it-i desvitesses. 

* f\q nation dT-uler, 

* Theoreme de la puissance dnelique. 

* Premier pr in ripe, 
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Outils mathematiques 

-jfc -j. £ / y2 \ 5 -j. 

< Relation fv ■ V )v = grad^ yj +• rutv a v, 

* liquation JilYergniidlc du premier ordre 9 variables, separable*. 

II* Ce cfU T il f*ut £OMpreh*fre 

1. Li eiviit; se resorbe HJUi en Jordan? sa forme (bottle de rayon «<t) ) : la sym&ric 
upherique esl eonservec |nrs dc revolution du systeme. 

L'eooulcmcnt du fluide clan instalionnairc, 1c champ d« pressions sc deduira directe- 
ment de ['equation d’Eulcn con naissan t le champ des vitesses. 

Pour la question 1. e.,on posera t = (Jfc = constant? sans. dimension). 

2. On soulignera que lit puissance des efforts interieurs est nulle* le fluide etant parfiiit 
ft Pecou lenient incompressible. 

3. a, ll suffit de reprendre les raison Heme nls pr^Ledeitlii aver: Lei : P(fl(i), I) = P b (f). 
(pour la cavite, on avail : P(u(/), f) = Q ). 

b. Le gaz etant parfait en evolution isentropique, en lui appliquera la Id die E. a place 
(F- f ,r' = cslcb 

II wgil emuite dc lineariser I equation diffcrcntidlc regissant les variations dc rr( f) en 
ne eonservanl que les tenues du premier ordre en t(r) et 

c. 11 est possible d'appliquer le premier prindpe a Fense ruble (fluide + indie degaz}- 
On considered que IVnergie interne du fluide ne varie pas au -emirs du mouvement 



t;> Bolnilioft 

1> a* Le centre 0 de la cavitc reste fixe. 

L’ evolution du systentc doit con server la symetrie 
spherique (coordonnees spheriques r> 0„ <fr). 

Le champ des vitesses est done radial et tie depend 
que de r (f' — OMJl If vieut : 

v = v{ r, l)u et P = P(r. 

L'ccouiemcnt n’est pas sta donna ire. 

Condi lions mix limit L's ; 

]jf fluide esl an repos in fin! men I Inin de la cavitc : r(r 4 l) — 0 . 

De plus, d&ignant la pression du fluide au repos :P(r4»,il = P 0 . 

D h a litre part, a i’interface lluide-cavite, les hypotheses de Pennnce conduisent j admel- 
ire que Vufi a : Pirn; r). r) = 0 (on <t neglig^ ia presshui de vapeur saturanle, ainsi que 
lc:s phenomena de len?iion superjiciclle... )- 
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1. t>. lL' mcomprosiibi] itc dc ] ecouleiiient se t mduil pa r I’equa * iow locals : dtv y = 0, 

sotr lci puisque v = i'{r\ f)if i divv = M- c.i = 0 =:• ri>, f) - — — . 

r -dr t 2 

Cette relation s’applique en loul point du fluide, et nolaninteju a. la surface de La cavity 
c'esl-a-dire en r ~ tr(f j. On a done ; 

Wm£0,fj = 



Or v(fr(r). t) - - AOI^s 

4 f d f 



■ D’une autre fa^on* considerons la masse M (constante) de fluide sicuee entre les sur- 
faces partieulaires copstituees par fe spheres de rayons mil) et r(rj. On a done : 

la masse vnlumique etani uni forme ei invariable dandle temps, il viert : 




d’ou : ^ = 0 = 4rcp i: | r 



M - 

dm 

Jt 



J \ 



= CM4." 



drlrj ,dm' 

■ — r — - il' ■ 



Kt finalenienl : r : v(f, t) ■ Q 



.dm ■*, dfld'ttH 



■ Cel eaiuleinenl tSI irrotalionnel, le champ des v. levies don nr par ] ’expression (1) 
sVerivait t'gakmenl : 

v = grad# avec, par excmple, 0 = (-J 

> -j. * 

Or a bien ; rot 1 ' = 0 puisque It rnlatir nnel d'ur gradient VHl mil, 

1# C< Lc motive malt du fluids' oheit in lequalitm d 1 Ruler : 

j ^ j 

p fl — = - grod P (pcsantcur negligee) 

r i ? ■+ 

soil encore ; + p.,( t V ;i v = -VP. 

^ *■# ^ ~t i 1 ' yi2 \ i cj. 

Or (v ■ V)y = V| ^ +■ rotv a v, et I'ccouleiocnt etant ici inflation ncl ; 

L+ *. ■' i,J V dv# d/rh-* d P ■+ 

1) V = gr.dj-j = - lT j„ + P(1 -| T I„ = - Tf „ 

dv dfr-Y] r)<) / + ?. ■*') 

_ + _j jj « „cc „ - Tr I V = g.4ds - Tr ,. - «. ] : 



(Cf 



dou: ~Y r = 



r ii 5 - rlfi _ a 

dr + dr! 2 )_ dr 



V- 



dt|i 

+ - 



(jlft 

Integrons cette equation piir rapport a h variahle n P (r t 0 = - \\- t - P.I- + Mf)‘ 
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Point m£thope 

L’ccoukmcnt ctant instationnaine, il n'etait pas possible d^appliqucr Ic thiorinne de 
Bernoulli sous la forme : 

p v 1 isS £££ 

■ — - cste (flulde pirfait K ecoulement irrotationnel starionnaire, el incom- 

pressibk awee ici» p = p t = cslv ; pas de forces ext£rieure$) 

— + t- =: cste [mcmcs hypotheses sauf ecoulement rotation ncl] r 

Pq 2. <Jigrt ids 
ehinm) 

On a bien obteuu one forme g£n£ratisee du th£or£me de Bernoulli : 

— + ^ + -r^ ™ K(f) (icouiement instationnajre p incompressible (avee p a ) et 
Pg ^ dr irrotationnd d'un (luide parfrit ; pas de forces ext6neur«), 

Rumpla^nrts v el tb par leur expression (I) et (2) : 

•'('.<)= +P,|,['> i 37]-‘ -ft( ai 3rTp + K( °- 

■ v 

dtrivtt- par rjppurt 
an letup) 1 r riiL 

La constant? K(f) se determine en renurfpmit que P(M“, t ) = P flJ d'ou K(l) = P fl , et: 

0) 




1. d. L 1 equation differentielle tixant revolution du rayon taft) de la cavite est obtenue 
en fai«m> dans [3} p P(n(/))i - 0 pour r — a(f) (di conditions aux limites ; 1, a.] 



. P 0 Id { ,ds\ tfdaY n P 0 d 2 ii .(daY IfdaY _ 

son : — + --H a-— - - ~r\ - 0 ou encore : — + a— + 2 t t - 0 

p 0 ad dt) 2\dt) dt 2 IdfJ 2\dl) 

d J: (t JdflV 2P e ,.l 

d ou : 2n- r ^ + 3 — = (4 

dt J Id t) Pq 

, . fddV dz _d 2 fldd d/ ^d 2 d 

Posons 2(d ) = T- = Z — 7^ ■ — = 2 -rt 

\dfJ df? dhdf drt dt 2 



(4) devient : 



dz A 

a— + 3 z = 

da p 0 



Equation differentielle du premier ordre a variable's sepa rabies : 

ds 3 du 



z + 



2 -h 

3p u 



a 
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